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摘要 : 

[目的 ] 找到 高 阶 张 量 和 纯 态 可 写成 多 个 低 阶 张 量 乘积 的 充 要 条 件 。 

[方法 ] 类 比 推理 、 归 纳 推理 ， 从 多 元 函数 可 分 离 变 量 的 充 要 条 件 出 发 ， 利 用 与 矩阵 的 代数 
余子 式 的 性 质 ， 最 后 得 到 一 般 的 结论 。 

[结果 ] 证 明定 理 及 其 多 个 等 价 形式 。 
[局 限 ] 不 适用 于 混合 态 。 

[结论 ] 纯 态 是 否 是 纠缠 态 的 充 要 条 件 。 
关键 词 : 分离 变量 《代数 余子 式 。 张 量 的 秩 
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Abstract: 

[Objective] Finding necessary and sufficient conditions of separability of a 
pure quantum state or a higher-order tensors . 

[Methods] Analogic reasoning and inductive reasoning. Starting with necessary 
and sufficient condition of separability of multivariable functions, proving 
the general by properties of matrices’” cofactors 

[Results] The theorm and its severl equivalent forms will be proved. 

[Limitations]Not valid in mixed states cases. 

[Conclusions| Necessary and sufficient conditions of a pure state is entangle 


state. 
Keywords: Separation of varibles, Algebraic cofactor, Rank of tensors 


1 二 阶 张 量 的 可 分 性 


众所周知 ， 一 二 体 量子 态 可 由 二 阶 张 量 ij 完整 表示 表示 . 即 在 标准 正 交 基 


凡 ) 下 ， 任 意 的 量子 态 = aij|j) (省 略 求 和 符号 ). 如果 是 连续 谱 ， 则 为 y = 


fx,y)|xy)dxdy. 我 们 知道 一 个 量子 态 是 直 积 态 当 且 仅 当 aij = QiB;， 连续 谱 就 


是 f(x,y) = g(x)h(y), 即 张 量 可 分 离 指 标 或 函数 可 分 离 变 量 . 文献 [1] 给 出 了 子 
数 可 分 离 变量 的 条 件 : 
命题 1: 若 有 可 微 函数 1(x),，qp2(y) 使 f(x,y) = 9p1(x)82(y) 对 任意 (x,y) ED S 


RR 成 并 . 则 f (x,y) fy (x,y) = 有 友人 (切记 (cy (1.1) 
对 任意 (x,y) E D S 月? 成 立 . 
命题 2: 着 f (x,y), 友人 7 户 (X,y)， fy(X,y) 在 D S 民 内 连续 ，f(x,y) 在 D 中 


四 


没有 零点 且 f (x,y)fy (x,y) = 友 (X,7) 户 (x,7) 对 任意 (x,y) ED Ss 民 ? 成 立 . 则 存 


在 连续 可 微 的 函数 gi (Xx), 92(y)， 使 (x,y) = 91(X)92(y) 对 任意 (x,y) ED S 
民 ? 成 六 . 


能 够 看 出 在 放宽 条 件 的 前 提 下 ，f 了 f(x,y) (x,y) = 友 (X,y) 甩 (x,y) 可 以 被 视 为 量 


时 
子 态 是 直 积 态 的 充 要 条 件 . 那么 这 个 定理 是 否 有 相应 的 分 立 谱 版 本 ? 答案 是 肯 
定 的 : 
定理 1: 以 下 命题 等 价 : 


i. 非 零 张 量 ajj; 可 分 离 变 量 ; 
ii. R(a) = 1( 张 量 a 的 秩 等 于 1) ; 


oo _ 且 .了 工 口 _ 
证, 张 量 方程 airajakri 一 Qiujakl 一 QijQjlt1 十 QijQkl = QiHLIHIQK1 一 


Qil+1Qkj 一 Qi+LIQE 十 QilQjc1 WO 
证 明 ; ii 会 ii， 显然 〈 文 献 D]) ; 


i 一 这，aij = aiB， 有 airiBiakBa 一 arpBiakB 一 aiBiakpi+wpBiakp = 


QiriBiri0rBi 一 aipBiakpj 一 airipiakBi +aiBiakBi. 观察 后 发 现 等 式 显 然 成 并 . 
这 一 这， 有 必要 先 说 明 一 下 这 个 方程 的 来 源 ， 我 们 把 命题 1 和 2 中 方程 的 偏 导 
数 看 做 指标 之 间 的 作 差 ， 以 qi41j 一 aij 类 比 友 (x,y), 再 以 张 量 积 类 比 函 数 的 乘 
只 ， 则 得 到 本 定理 中 的 方程 . 


我 们 将 张 量 ww 写成 矩阵 形式 


Ci Cij+I a Qil Qil+1 


Ci+1j Qitljtl Qityl Qityl+1 
: : : : : ， 这 是 一 个 DXD 的 矩阵 (D 
Ukej Qkj+t1 Qkl Ug,l+1 


a) “ont “Qk+t1l we 


是 我 们 研究 的 量子 态 所 在 希 尔 伯 特 空 : 间 的 维 数 ) ， 我 们 只 需 写 出 方程 中 出 现 的 
那些 所 在 行列 的 项 . 

将 (1.2) 改 写 得 : 

Ci+1Lj Wi+LI+I Ll+1 it1,j Qit1,l ， 
ai a by, | a | 二 下 | 4 
能 够 看 出 这 是 行列 式 之 间 的 关系 ， 只 需 证 明和 矩阵 a 的 所 有 二 阶 子 式 都 等 于 0， 
在 a 不 是 零 算 阵 的 前 提 下 便 可 证 明 它 的 秩 为 1. 

我 们 分 情况 讨论 这 个 问题 : 


四 i=k 时 ， Ci = | at | = 光 
Qkj Qkl Qkj Qjl+1 


Qi+t1,j My 加 
Ci Qil+1 


人 吕 4 “全 囊 | 这 表示 了 大 矩阵 6 中 所 有 相 邻 行 的 二 阶 子 式 的 关系 ， 同 时 这 也 
是 关于 指标 7 的 递 推 公式 , 
@ j=1 时 ， 有 | 让 ee ns 加 [a | 这 表示 所 有 相 邻 列 的 二 阶 子 式 


Qk,j+1 Qj Qk,j+1 
关系， 也 是 关于 指 了; 的 到 N 式 ， 
. ， Ci+1J Qitlj+1 Qij Qi j+1 ER 
@ ;= 有 j=I 时 ， 易 得 | 一 |。 eta | = 0, 这 表示 任意 
ij i,j+1 it+1,j it+1,j+1 


一 个 最 小 的 二 阶 子 式 〈 行 相 邻 、 列 相 邻 ) 都 等 于 0. 
将 | 257“ 全 全 | = 0 代入 递 推 公式 0， 得 所 有 相 邻 行 的 二 阶 子 式 都 为 0 最 后 
只 需 将 所 有 一 个 相 邻 行 的 二 阶 子 式 代 入 递 推 公式 四 ， 便 证 明了 任意 一 个 二 阶 子 
式 都 等 于 0， 又 因为 矩阵 & 关 0， 所 以 R(a) = 150. 


2 高 阶 张 量 的 可 分 性 


对 于 一 般 的 张 量 如 何 处 理 ? 方法 与 二 体 情 况 是 相似 的 . 但 是 多 体 问 题 的 复杂 
性 在 于 有 几 个 指标 是 可 分 的 ， 有 几 个 不 可 分 . 下 面 将 从 三 阶 张 量 的 可 分 性 出 
发 ， 再 进一步 推广 . 

引 理 : 以 下 命题 等 价 
i. 非 零 三 阶 张 量 A 可 表示 为 Aijx = QiQjk, 其 中 zx 是 矢量 ， 4a 是 二 阶 张 量 ; 


ii. 非 零 三 阶 张 量 A 关于 指标 i 和 认 之 间 的 广义 秩 等 于 1 ( 记 作 RGjD) ; 
ii. 非 零 三 阶 张 量 A 中 指标 i 和 jj 的 偏 秩 与 i 和 的 偏 秩 都 等 于 1( 记 作 RG 二 
RGi,A=0) ; 


邮 


iv. 非 零 三 阶 张 量 A 的 指标 i 与 j、i 与 之 间 分 别 满足 方程 (1.2). 


AiryjrAi JI 一 4 rg — AijrAr jr tur t+ AijkAiir = Airi jr ryrAi'jr — 


AijrngAejk 一 AirijiAvje + AiyreAvjk， 即 第 三 个 指标 不 动 ， 对 前 两 个 指标 代 
入 方程.; 与 上 之 间 的 同 理 ， 即 保持 第 二 个 指标 不 变 . 

证 明 : 1i= ii， 设 指标 让 上 所 在 空间 的 维 数 分 别 是 Ni, Nz, Ns, 令 1 = jN2 + 
则 k = limodNz, j = [已 | 这样 做 的 意义 是 把 矩阵 a 当 作 一 个 矢量 来 处 理 ,这 个 


矢量 有 No: Ns 个 分 量 . 从 而 有 4z = QiQ1， 可 知 Ai 的 秩 等 于 1 外 (这 就 是 所 谓 指 
标 z 和 头 之 间 的 广义 秩 ) . 


ii 之 1， 显然 . 
i 一 道 ， 指 标 i 和 jj 的 偏 秩 是 指 固定 指标 k 不 变 ， 计 算出 剩 下 的 三 阶 张 量 的 秩 . 
固定 k， k= k', 此 时 wz 是 一 个 矢量 ， Aijx' 二 Cidjk’, 显然 二 阶 张 量 4; 产 的 置 等 


于 1， 即 指标 i 和 j 的 偏 秩 等 于 1. 关于 i 和 kk 同 理 . 
iii SS i， 利用 文献 [3]， 任 意 张 量 有 唯一 的 分 解 式 (Tensor rank decomposition). 


“Aix = DY aiBiVk = oldB}YR + + ot BYYK (2.1) 
式 中 7 表示 张 量 A 的 秩 ， 共 有 > 项. 也 可 以 将 其 改写 成 张 量 的 乘积 ; 
Aijx = Qibiicr (2.1”). 即 三 个 矩阵 同时 对 指标 1 缩 并 ,1 € {1,2...,7}. 


同样 ， 我 们 分 情况 讨论 这 个 问题 . 
1. 给 定 已 知 i 和 j 的 偏 秩 等 于 1， 那么 有 如 下 可 能 Oa} = a? =… = of， 


则 4ijx = a} (37 BIyb), 结论 成 立 ， @a?B?y2...afB?yL 都 是 a1BHY2 的 倍数 .此 时 


R(A) 二 1， 结论 成 立 ; @Bit = BP? =… = Bl， 得 Aijx = Bj(FY aiyk). 

2. 给 定 j， 己 知 i 和 的 偏 秩 等 于 1， 同 理 可 知 : WW、@ 与 1 中 的 相同 ，G@) = 
y? =…=yl， 有 Aijx = YOY aip}). 

由 条 件 知 1@ 和 2@@ 同 时 成 立 ， 那 么 及 = Bf = … = Br 有 yi =y? =…=Yi. 


“Aijx = (ZY qt)BjYR， 结论 成 立 . 
iii ©S iv, 利用 定理 1， 显然 成 立 . 
这 个 引 理 很 容易 推广 至 n 阶 张 量 是 否 可 分 为 一 个 矢量 和 一 个 n 一 1 阶 张 量 ， 这 里 
不 再 歼 述 . 利用 此 引 理 ， 可 以 得 出 如 下 定理 : 
定理 2: 以 下 命题 等 价 : 
i. 非 零 n 阶 张 量 A 可 表示 为 41;,.i， 
i. 非 零 n 阶 张 量 A 每 一 个 指标 与 剩余 指标 的 广义 秩 等 于 1. Vi E {iz .in》, 
RO({i), {i iz, bn Ni) = 1; 

iii. 非 零 n 阶 张 量 A 中 任意 两 个 指标 的 偏 秩 都 等 于 1. Vi,j € {fiiz, .in}, izj) 
R(Gi,)) = 1; 


a 二 目 旦 . 
= Qi Qf …Qh， 其 中 每 个 a 是 矢量 ; 


iv. 非 零 n 阶 张 量 A 中 任意 两 个 指标 满足 方程 (1.2). 
证 明 : ie ti 以 4 为 例 ， 将 a2 .…at 看 做 张 量 a 


标 思 路 相同 ， 结 论 成 立 . 

i 之 iii， 显 然 . 这 之 ii， 以 站 为 例 , 用 引 理 知 ij 和 is ... 计 可 分 ， 同 理 可 得 每 一 个 指标 
都 与 其 余 指 标 可 分 ， 因 此 张 量 A 只 能 表示 为 n 个 矢量 的 张 量 积 . 

iii SS iv, 利用 定理 1 和 引 理 ， 显 然 成 立 .0 
如 果 我 们 不 局 限于 一 个 张 量 表示 为 多 个 矢量 的 乘积 ， 而 是 分 成 若干 低 阶 张 量 ， 
则 有 如 下 推论 : 


定理 3: 以 下 命题 等 价 : 


i. 非 零 M 阶 张 量 A 可 表示 为 4i3iz 4 


4 MM nN 
lz LN1II “LN2 “1 “LNn 


再 利用 引 理 . 对 于 其 他 指 


in? 


c= ws 2 n 
一 QQ:1:1 :1 QQ:2 .2 "Qin i® ， 
LI2…LN1 11…LN2 ltNn 


其 中 每 个 a 都 是 张 量 ， HN 十 N, 十 NV 一 M:; 


让 将 掉 际 时 全 0 

到 说 ih、.… 这 设 .… 讲 ， 任 取 其 中 一 组 指标 ， 这 一 组 指标 中 的 任意 一 个 与 这 一 
组 指标 之 外 所 有 指标 的 广义 秩 等 于 1. VT E 
(VW 


Ri {ND) = 1; 

iii. 指标 分 组 同上 ， 任 意 取 两 组 指标 ， 再 分 别 在 这 两 组 指标 中 分 别 取 一 个 指标 ， 
则 他 们 的 偏 秩 等 于 1. VLJ e 全 入,… 流 ]{ 举 讼 … 沪 }.… 池 朗 … 议 ,}} 1 了 
ViET VE 有 R(i,))=1:; 

iv. 指标 分 组 同上 ， 任 意 取 两 组 指标 ， 再 分 别 在 这 两 组 指标 中 分 别 取 一 个 指标 ， 
它们 之 间 满 足 方程 (1.2). 
对 于 一 个 n 阶 张 量 4i ;i 


用 上 述 定理 . 方法 如 下 : 

I 依次 判断 总 与 剩余 指标 是 否 可 分 、 世 与 剩余 指标 是 否 可 分 .如 与 剩余 指标 是 否 
可 分 ， 共 n 次 . 知 每 个 指标 都 与 剩余 指标 可 分 意味 着 张 量 A 是 完全 直 积 态 . 

1. 将 ij, 它 看 做 一 个 整体 ， 判 断 已 与 除了 六 外 剩 下 的 ni 一 2 个 指标 是 否 可 分 ， 再 
判断 疡 与 除 也 外 剩 下 的 ni 一 2 个 指标 是 否 可 分 . 同样 地 ， 一 直到 取 遍 ni 个 指标 
中 的 任意 两 个 指标 ， 将 可 分 的 排除 . 

II 对 剩 下 的 指标 ， 任 意 取 3 个 指标 ， 将 其 看 作 一 个 整体 ， 判 断 与 其 余 指标 的 
可 分 性 . 


IV. 如 果 n 是 偶数 ， 需 要 一 直 计算 到 任意 = 个 指标 与 剩余 的 是 否 可 分 ， 如 果 是 奇 


， 为 判断 其 是 否 是 纠缠 态 ， 如 何 纠缠 的 ， 只 需 多 次 使 


数 则 是 二 ~. 最 后 整个 张 量 A 的 可 分 结构 就 完全 清楚 了 《如 果 为 了 降低 计算 量 ， 
顺序 反 过 来 算 更 合理 ) 


注意 到 定理 3 中 的 判别 条 件 有 3 个 ， 对 于 有 限 维 的 情况 3 种 都 可 以 使 用 ， 若 维 
数 无 限 但 是 可 数 ， 在 已 知 张 量 的 解析 表达 式 的 前 提 下 只 能 使 用 最 后 一 种 方法 . 
以 上 讨论 的 都 是 分 立 谱 ， 连 续 谱 的 判别 方式 与 之 相似 ， 有 如 下 定理 : 
定理 4: 着 有 可 微 函 数 gi (各 )，g2(X2),…gn(Xn) 使 f( 庆 , 计 2 .… 译 ) = 


G1 (车) 2( 人 X22) … gn(). 则 下 列 方程 组 成 也 : Ge 因 (2 nn) = 


J 


-> 


A (2.2). 其 中 ij € {12,...n}. 


对 任意 (入 , 亡 . 吉 ) ED ES RN+Nt 成 立 . N14，N2,... 和 Nn 分 别 是 矢量 施 ,Xp .部 


的 维 数 . 

定理 5: 若 F 总 雹 为) 所 ( 吉 , 关 各)， 太吉 总 六 )， 所 ( 坟 击 加) 在 
D S Ri 2 内 连续 ， 太 2 入 …2) 在 D 中 没有 零点 且 方 程 组 

玫 玫 训 2 对 任意 


( 志 , 疡 72) EDESRN+Nt+t mn 成立. 则 存在 连续 可 微 的 函数 

1K1) Pp2(X2) .pn(Xn)， 使 F(X1, Xz .Xn) = Di0C2)pz(z2) …9n(zn) 对 任意 
2K1,X2 .Xn) ED SC RNtN+t An 成 立 . 

证 明 : 基本 同文 献 [4] 中 的 定理 1、2,， 设 NM 十 Nz 十 … Nn = N， 因 此 可 以 将 定理 
看 作 N 个 一 维 变 量 分 成 n 组 ， 组 与 组 之 间 可 以 分 离 变 量 . 从 而 由 命题 2、3 知 只 
需 将 方程 组 中 每 一 组 变量 内 部 满足 的 方程 删 去 即 可 《例如 第 一 组 变量 有 Ni 个 ， 
内 部 满足 的 分 离 变量 偏 微 分 方程 不 需要 考虑 ) . 再 将 剩 下 的 方程 按 顺序 排列 即 
得 证 . 
定理 4 和 5 给 出 了 一 种 符号 表示 的 思路 ， 即 将 矢量 作为 指标 中 ， 因 此 可 以 得 出 
定理 3 的 等 价 形式 : 

定理 3: 以 下 命题 等 价 


4 3 人 三 遇 -> 一 
i. 非 零 M 阶 张 量 A 可 表示 为 41 34.3 = 4 和 4. 好. 访 , 吾 雹 = 999% 02， 式 


中 第 一 个 等 号 表示 以 矢量 为 指标 和 以 所 有 矢量 指标 内 各 个 分 量 看 做 标量 指标 是 
等 价 的 , 言 € {1,2, .Du 启 € {1,2,...D}Mm， 其 余 同 理 , Nj + N 十 …N,，= Mi 


ii. 非 零 M 阶 张 量 A 中 每 一 个 矢量 指标 与 剩余 指标 的 广义 秩 等 于 1， 即 鹿 与 


记 ia .… 计 的 广义 秩 等 于 1， 其 余 同 理 ; 
证 非 零 M 阶 张 量 A 中 任意 两 个 矢量 指标 的 偏 秩 都 等 于 1 
iv. 非 零 M 阶 张 量 A 关于 任意 两 个 矢量 指标 之 间 分 别 满足 方程 组 4i,4;Aki44 一 


Arr17Ai ~ AjAriri + Ayazi = A 


{(1,0, ... 0)}. 


ss Ms Ms 4 As ods >4-， 其 中 
1 4 AiTiAi + AnA, 其 中 1 € 
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